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Extrait de L Enseignement mathématique, T. XVIII, fasc. 3-4, 1972

LA TRANSMISSION DES CONNAISSANCES MATHEMATIQUES
HIER, AUJOURD'HUI, DEMAIN

par Georges GLAESER'

Il n'est pas de mathématique moderne opposée a la mathématique classique - 'a-t-on assez
répété ? Cependant l'art de transmettre la connaissance scientifique a subi des changements
spectaculaires: depuis un siccle la signification de l'expression «apprendre des mathématiques» a
completement changé.

C'est a l'analyse de ces bouleversements qu'est consacrée cette conférence. Nous
distinguerons -pour schématiser- trois conceptions de la communication des idées mathématiques:
la pédagogie impressionniste, la pédagogie de l'exposition, la pédagogie dynamique.
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Les mathématiciens des siecles passés se faisaient facilement comprendre lorsqu'il s'agissait
d'expliquer le corps méme d'une science élaborée. C'est le début et les fondements qui leur
causaient des difficultés: « -dés- que le « dispositif » était en place, il le faisait « tourner » d'une
facon qui nous satisfait en gros aujourd'hui. »

Pour exprimer par contre certaines subtilités, ils ne disposaient pas d'un vocabulaire précis
susceptible d'étre compris par n'importe quel interlocuteur intelligent.

Aussi ne trouve-t-on pas dans leurs écrits les définitions des « mots-clés » qui désignent les
concepts fondamentaux. Au contraire, ils se contentent de suggérer une situation mal délimitée,
dont le mathématicien a une conscience claire et distincte (?), mais qu'il ne parvient pas a
communiquer.

Le lecteur doit acquérir, lui aussi, une certaine familiarité avec le maniement de ces
concepts. Il s'établit alors une sorte de complicité entre l'enseignant et l'enseigné au sujet de la
signification a attribuer aux mots: il est bien entendu qu'il ne s'agit pas de les prendre a la lettre.

Voici quelques échantillons de ce style™:

«On appelle grandeur tout ce qui est susceptible de varier.»

«On appelle quantités variables celles qui augmentent ou diminuent continuellement, et au
contraire constantes celles qui demeurent les mémes pendant que les autres changent.» «La ligne
droite est celle qui repose également, sur ses pointsy (Euclide). «Les quantités négatives sont de
méme nature que les positives, mais prises dans un sens contraire.»

«Une série est une suite de termes positifs ou négatifs dont le nombre est illimité.»

On aurait tort de considérer ces citations uniquement comme un charabia informe -leurs
auteurs- que ce soit d'Alembert, Euler, Leibnitz ou Lagrange -avaient une intuition trés profonde
de ces notions. Et dailleurs ces «définitions» (?) avaient une certaine efficacité en tant

Conférence prononcée aux journées A.P.M. de Lyon a l'occasion du centenaire de la Sociét¢ Mathématique de
France.
? Les références [9] et [10] de la bibliographie en contiennent un trés grand nombre, puisés aux meilleurs auteurs.



qu'instrument de communication: elles n'étaient d'ailleurs destinées qu'aux rares individus doués de
la fameuse bosse des mathématiques, c’est-a-dire a ceux qui avaient le don de deviner
instinctivement ce qu'un tel texte suggere d'une fagon imprécise.

C'est ce qui explique qu'une profusion d'erreurs grossieres se retrouvent dans les éditions
successives des traités du XIX® siécle, sans que nul lecteur ne les signalent, pour correction.
Dans l'ouvrage-type, le Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique (1841) de Jean-Marie
DUHAMEL, On lit:

«On nomme [imite d'une quantité variable, une quantit¢ fixe, dont elle approche
indéfiniment.»

. . . 1
Duhamel sait parfaitement que la suite u, = — ne tend pas vers —10, dont cependant elle
n

approche indéfiniment. Mais nul ne reléve le lapsus, car le lecteur est sensé savoir que ce n'est pas
cela que le texte voulait dire. Nul ne se soucie de ce que le texte, pris littéralement, exprime
effectivement.

Plus loin « Une fonction est dite continue lorsqu'en faisant varier d'une manicre continue les
quantités dont elle dépend, elle est constamment réelle et ne peut passer d'une valeur a une autre
sans passer par tous les intermédiaires ».

On pourrait demander a l'illustre Géometre, s'il pense que la fonction égale a sin (j pour
X

x # 0 et prenant une valeur arbitraire de module inférieur a 1 pour x = 0 est continue, puisqu'elle
satisfait a sa définition.

Et I'on pourrait remarquer que la différence de deux fonctions distinctes n'y satisfait plus.

Mais Duhamel considére sans doute, que de telles fonctions sortent manifestement du champ
des situations qu'il désire évoquer: ceux qui ne comprennent pas cela n'ont décidément pas la bosse
des mathématiques!

La suite de I'ouvrage n'est d'ailleurs nullement affectée par l'impressionnisme des pseudo-
définitions précédentes. En fait I'auteur ne les utilise jamais, n'en tire aucune conséquence et 1'on
chercherait en vain - et pour cause - un théoréme affirmant la continuité de la somme et de la
différence de deux fonctions continues (le contre-exemple précédent montre, que dans le contexte
de l'auteur, un tel « théoréme » serait faux, bien qu'il le considére, sans doute, comme trop évident
pour mériter démonstration).

Cependant, certains «bons esprits» s'entétent a ne pas comprendre. Et parmi eux, I'évéque
BERKELEY intitule plaisamment un de ses essais Une défense de la libre-pensée en
mathématique, ou il réclame le droit de ne pas comprendre ce que sont les éléments infinitésimaux
de Leibnitz.

Pour faire face a ces polémiques continuelles, et pour préciser davantage leur pensée, la
plupart des auteurs mathématiciens doublent leurs écrits scientifiques de commentaires
heuristiques qui « expliquent » ce que leurs traités ne révélaient pas a la premiére lecture. Ainsi
Duhamel a produit un ouvrage en cinq tomes: Des méthodes dans la science du raisonnement.

De méme Lazare CARNOT publie en 1797 ses Réflexions sur la métaphysique du calcul
infinitésimal (réédité en 1921 par Gauthier-Villars).

Ily écrit:



« Comme tout ce qui est extréme échappe aux sens et a l'imagination, on n'a jamais pu se
former qu'une idée imparfaite de ces ¢léments il s'agit des infiniment petits) espéces d'étres
singuliers qui tantot jouent le role de véritables quantités, tant6t doivent étre traités comme
absolument nuls et semblent par leurs propriétés équivoques tenir le milieu entre la grandeur
et le zéro, entre 1'existence et le néant.»

Le grand Carnot se propose donc d'apporter quelques « €claircissements ». Son texte est un
chef-d'oeuvre de pédagogie impressionniste; aux commentaires obscurs de ses devanciers il
substitue des commentaires plus suggestifs...

La pédagogie impressionniste ne peut aboutir, que si les situations évoquées éveillent
effectivement quelques réminiscences chez l'interlocuteur. Elle est particulierement inefficace
lorsqu'il s'agit d'exposer des questions qui bouleversent les habitudes intellectuelles.

Ainsi Evariste Galois a été victime du style pédagogique de son temps tel qu'il I'emploie.
Ses écrits, trés éclairants pour quiconque sait déja ce qu'est la théorie de Galois, étaient trés
difficiles & comprendre pour ses contemporains.

De méme la pédagogie impressionniste s'est révélée tres mal adaptée a la diffusion des idées
d'Einstein a leur parution. Accumulant des commentaires basés sur des analogies simplistes, plus
ou moins suggestives, la relativité a mis plusieurs décades pour conquérir son premier public. La
résistance aux idées d'Einstein prend parfois l'aspect d'une contestation des axiomes physiques
proposés. Mais, beaucoup plus souvent les détracteurs comprennent trés mal ces axiomes. Dans
une mesure non négligeable il s'agit donc d'un défaut de communication.

La pratique du style impressionniste s'est perpétuée presque jusqu'a nos jours. C'est flagrant
en ce qui concerne le calcul des probabilités et la géométrie différentielle. L’ceuvre d'Elie Cartan,
qui repose sur une compréhension si exceptionnellement profonde du fait géométrique est rédigée
en un style impressionniste. Ne lit-on pas sous sa plume: «La notion de variété est difficile a
définir.» Et il enchaine aussitot: « Soit M une variété ...»

L'usage d'un style imagé, mais imprécis a contribué a faire surgir des « crises » en
mathématiques causées par l'apparition des paradoxes. Ces crises ont été toutes dénouées mais les
mathématiciens se sont convaincus de la nécessité d'un autre mode de formulation, permettant de
présenter des questions sans ambiguités, et aussi de transmettre des connaissances sans exiger de
l'interlocuteur qu'il soit extra-lucide.

C'est au XX° siécle que s'édifie la pédagogie de l'exposition.

Ce progres est rendu possible grace a 1'élaboration préalable de la théorie des ensembles, de
la logique, de l'axiomatique.

Le langage ensembliste et le symbolisme logique servent de cadre a un codage des
mathématiques. La liste exhaustive des notions premieres et des symboles primitifs est
soigneusement dressée. Tout autre concept est défini a partir de 1a. Toute définition est destinée a
étre prise a la lettre: pour savoir ce qu'elle représente il suffit de la décoder.

L'exposé des théories se fait sur le mode axiomatique. La liste des énoncés préalablement
admis (axiomes) est établie au départ. Tout théoréme s'en déduit formellement par application de
regles logiques. Le champ de validité de chaque théoréme est précisé dans chaque, énoncé.

Un des procédés de ce mode d'exposition est I'emploi de symboles concis destinés a résumer
de trés longues explications. Inversement, le lecteur qui veut décoder la locution «Espace de
Banach» bute successivement sur des expressions telles que «espace métrique complet» ou, plus
loin, sur R (corps des nombres réels). En définitive cela suppose des mois et des années d'études
préalables pour se familiariser avec la richesse d'information incluse dans certains mots d'usage



courant. Bien entendu, ce phénomene de «mise en conserve» de longs développements a l'aide
d'abréviations se trouve également chez les auteurs anciens. Mais, certainement pas d'une fagon
aussi systématique, ne serait-ce que parce que, en substituant successivement la définition a
chacun des signes, on aboutissait rapidement sur des notions présentées a l'aide d'une pseudo-
définition impressionniste.

Ce mode de transmission de la pensée mathématique est assez efficace; il ne suppose pas de
don exceptionnel chez l'interlocuteur, hormis une certaine habitude, une ténacité dans le décodage
et une discipline de l'esprit qui exclut toute réverie et toute référence a lI'informulé.

Accessoirement, le langage mathématique moderne, s'est révélé, par certains de ses aspects,
un merveilleux outil de découverte.

Nombreux sont les problémes importants qui n'ont pu étre résolus que récemment, parce
qu'un langage imparfait ne permettait pas de les formuler avec précision, ni de décrire avec
ambiguité le champ de validité du résultat.

Et puis, la plupart des situations pratiques que 1'on doit mathématiser, dépendent d'un tres
grand nombre de variables ou paramétres (citons a titre d'exemple, la météorologie ou 1'économie
politique). Si I'on veut les aborder avec les schémas de la mathématique ¢lémentaire, on aboutit,
soit a des théories simplistes et naives, soit a des calculs inextricables.

Les calculs vectoriel, matriciel, tensoriel ainsi que l'algebre homologique permettent de
manier de grandes quantités d'information a l'aide de symboles trés concis, dont la définition et les
propriétés, fort longues a expliciter, sont stockées ailleurs. Le lecteur eut s'y référer a chaque
instant, mais il se garde de le faire inconsidérément et c'est en cela que le procédé s'avere
particuliérement efficace.

Pour prouver l'efficacité des algorithmes modernes, il n'est que d'énumérer quelques
conquétes récentes inabordables au si¢cle dernier.

La théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, a priori si importante pour les
sciences appliquées, n'a pris son véritable essor que depuis trente ans, lorsque le langage des
variétés, des faisceaux, de la cohomologie a été ¢laboré.

Citons aussi la découverte de quelques groupes simples dont le moindre, découvert par
JANKO en 1965 est d'ordre 175.560 (nul physicien, qui s'est penché sur la complexité du spectre
de l'hydrogéne ou sur la structure des macromolécules ne peut affirmer, a priori que de tels
résultats sont dénués d'intérét pratique). La découverte et I'étude des variétés différentielles
«exotiques» plongées dans des espaces de plus de dix dimensions (J. MILNOR), la mise en
¢vidence de nouveaux types de singularités d'application différentiables qui ne s'expriment qu'a
l'aide de fonctions de plus de quatorze variables (J. MATHER), etc.

Lorsque René THOM affirme dans un article qui a fait beaucoup de bruit [2] (notamment
aupres de gens qui n'en ont lu que le titre), que «l'axiomatique n'a produit aucun théoréme neuf de
quelque importancey, il a raison mais ne précise pas suffisamment sa pensée. S'il veut dire que la
légifération «a vide», sans référence a des problémes intéressants, sur des systemes d'axiomes
artificiels, ne fournit que de piétres résultats, on ne peut que l'approuver. Mais tous les progres
significatifs obtenus, depuis trente ans -dans une période exceptionnellement féconde pour la
découverte mathématique- ont bénéficiés de la mise en place de moyens d'expressions, tant
formels que sémantiques, qui sont directement issus de I'effort axiomatique.

René THOM participe lui-méme a cet effort, avec son tempérament propre. Ce n'est pas un
hasard si un savant tel que Hassler WHITNEY dont les travaux sont particulierement appréciés de
René THOM, et qui a résolu plusieurs des problémes les plus importants et les plus difficiles dans
le domaine de l'analyse et de la topologie différentielle, a aussi contribué a élaborer certaines



axiomatisations fondamentales (variétés différentielles, produits tensoriels, stratifications, classes
caractéristique, etc.). En fait, a partir de problémes qui se posent naturellement, on se livre, entre
autre a une activité de clarification axiomatique qui fait partie intégrante de la découverte.
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Revenons maintenant au rdle du langage moderne, en tant qu'instrument de communication. Nous
allons examiner sur un exemple, la situation nouvelle ou se trouve l'apprenti-mathématicien
lorsqu'il veut s'informer.

La plupart de nos contemporains restent perplexes si on leur déclare:

Tout groupe fini d'ordre impair est résoluble.

Mais s'ils veulent savoir ce que cela signifie, ils n'ont pas besoin d'étre doués d'une «bosse
spécialex». Qu'ils étudient dans les traités d'algébre ce qu'est un groupe fini d'ordre impair (resp. un
groupe résoluble) et ils auront «compris» cet énoncé.

S'ils s'intéressent, a la preuve de ce théoréme, il leur «suffira» (si I'on ose s'exprimer ainsi) de
se reporter au célebre mémoire, [3] ou John THOMPSON et Walter FEIT ont condensé en 280
pages la démonstration qu'ils ont établie en 1963. (C'est pour des exploits de cette envergure que
Thompson obtint la médaille Field en 1970.)

Ce texte en six chapitres, est évidemment impressionnant a décoder. Mais il n'est pas obscur.
S'l parait difficile par endroit, c'est que le lecteur n'a pas suffisamment assimilé, au préalable, les
connaissances requises pour aborder cette lecture, et dont la liste est soigneusement dressée au
début du mémoire.

Analysons le niveau de compréhension auquel aboutira notre apprenti-algébriste lorsqu'il
aura mené a bien ce redoutable programme de travail. Il aura éprouvé la rigueur de chacun des
syllogismes qui composent cette chaine déductive et sa compréhension du théoréme de
THOMPSON et FEIT sera analogue a la connaissance que 1'on aurait de la tour Eiffel, si I'on se
bornait a vérifier la position et la solidit¢ de chaque rivet, sans jamais contempler l'édifice.
Comme le remarque justement René Thom, la rigueur est une propriété /ocale du raisonnement
mathématique.

Réagissant contre les exces -littéraires des exposés impressionnistes, le mémoire de
THOMPSON et FEIT ne comporte ni préface, ni commentaire. Et par conséquent, il ne fournit
aucune réponse aux questions suivantes:

- En quoi la notion de groupe résoluble est-elle si importante ?
- Quel est le fil directeur qui a guidé les deux éminents algébristes pour venir a bout de leur
tache?

Et cependant, on ne peut prétendre avoir compris le théoreme de THOMPSON et FEIT si
l'on n'a pas quelques lumiéres sur ces questions.

Du point de vue de la pédagogie de I'exposition, l'excellent ¢éléve est celui qui a décodé (et
qui saura décoder ultérieurement) une grande masse de connaissances présentées chaque fois dans
la version correcte.

Mais on souhaiterait aussi qu'il soit doué¢ d'une bosse des mathématiques de seconde espece
(distincte de celles de nos aieux) qui lui permette d'entrevoir les motivations, les idées générales,
les arguments sémantiques et heuristiques, et qui lui permette de porter un jugement de valeur sur
I'importance des questions qu'il étudie. Sans oublier les dons d'imagination et de créativité.



Parmi les mathématiciens de premiére force, actuellement vivants, il en est qui se distinguent
de leurs pairs par des dons de cette nature encore plus développés, et c'est cela qui constitue leur
génie.
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Mais, pour porter une appréciation sur des éléves moins exceptionnels, on ne peut pas se borner a
s'interroger sur ce qu'ils savent (c'est-a-dire ce qu'ils ont décodé). Il faut aussi se demander: «Que
savent-ils faire ? De quoi ont-ils entendu parler d'une fagon plus informelle ?

Que savent-ils faire? Et en particulier, savent-ils résoudre eux-mémes des problémes? Le cri
d'alarme lancé depuis cinquante ans par Georges POLYA [4] contre un enseignement ou le
probléme et I'heuristique sont absents, rencontre de plus en plus d'échos.

D’autre part, sont-ils capables de mener un calcul a son terme sans commettre d'erreurs? Et
c'est ici l'occasion de noter une hérésie pédagogique répandue dans les amphithéatres qui est,
hélas, dans la logique de la pédagogie de l'exposition: le professeur détaille, au tableau, un long
calcul, faute de quoi sa démonstration ne serait pas compléte; l'auditoire assiste passivement a
l'effort magistral, et se borne a noter le résultat. Ne serait-il pas plus profitable que ce soit
l'auditoire qui calcule, encouragé et conseillé par le professeur?

La pédagogie de l'exposition évite de fournir des informations incomplétes: a propos de
chaque théorie on n'a pas le choix. Ou bien on la connait, c'est-a-dire que 'on a déchiffré I'exposé
idéal, dans son unique formulation correcte, ou bien on ignore a peu prés tout de cette théorie. La
pédagogie de I'exposition méprise. toute connaissance acquise par oui-dire.
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On aura noté que la critique précédente est résolument postbourbachique. Elle affirme que 1'effort
de formalisation et d'axiomatisation a constitu¢ une étape obligatoire et féconde dans I'histoire des
mathématiques. Il est a l'origine d'un nombre impressionnant de découvertes importantes en
mathématique pure et en mathématique appliquée. Faute de la proclamer, on risque de se retrouver
en mauvaise compagnie avec tous les attardés qui s'opposent a 1'innovation en flattant 1'ignorance
et la paresse.

Mais le développement de la pédagogie de 1'exposition a contribué a créer un schéma unique
de présentation de la connaissance. Il est important d'inventer et de populariser de nombreuses
autres formules d'enseignement et de transmission des connaissances, et de les adapter chacune a
leur objet particulier.

A examiner s'il n'existe pas d'autres chapitres de la science qui cumulent les deux qualités.

Car, contrairement a ce qu'affirme René Thom, on peut trouver de nombreux problémes
d'algebre ¢lémentaire qui développent des aptitudes analogues. Mais comme ils sortent de la
tradition scolaire, il faut les collectionner dans les mémoires originaux et cela suppose une
véritable recherche que les [.LR.E.M. doivent entreprendre.

La pédagogie dynamique varie les styles d'expositions: grosso modo le cours magistral
favorise 1'exposition dogmatique, tandis que l'enseignement «par fiches» suscite une attitude active
de la part de 1'éleéve. Mais bien entendu, il existe des cours magistraux vivants, et certaines fiches
(en particulier dans I'enseignement programme¢) «machent le travail» au point d'atrophier l'esprit
d'initiative. On peut imaginer des programmes d'enseignement a I'université comportant un
nombre réduit d'exposés «corrects» en langage moderne. Mais le curriculum peut également
comporter une premiere initiation a la topologie algébrique développée a la manicre d'une visite au



Zoo. On y étudierait en profondeur un certain nombre de situations typiques, un peu dans le style
de SEIFERT et THRELLFALL [5].

Cette pédagogie n'est évidemment pas un simple retour aux errements impressionnistes, dans
la mesure ou I'on est assuré qu’il existe des exposés «corrects» auxquels on pourrait se reporter.

Certaines parties des mathématiques ne valent pas la peine d'étre « exposées ». Par exemple
pour se familiariser avec les fonctions spéciales (eulériennes, de Bessel, elliptiques, etc.) il vaut
bien mieux faire et refaire soi-méme des calculs, que de contempler passivement un professeur
débitant un cours magistral sur cette branche de l'analyse.

De méme, tous les créateurs de l'algebre homologique répétent, a l'envi qu'il s'agit d'un
recueil de trivialités. Ils ont grossiérement tort. C'est /'exposé de l'algebre homologique, avec ses
vérifications fastidieuses et faciles qui est trivial. L'invention de tout ce dispositif est au contraire
trés astucieuse. Mais ce que l'apprenti-mathématicien devait surtout en connaitre c'est
essentiellement le mode d'emploi de cette machine a raisonner sur des espaces quotients et des
sous-espaces. A coté de la profusion des livres qui « exposent » 1'algébre homologique, on attend
encore l'ouvrage vraiment important: la méthodologie sur l'art et la maniere d'utiliser les
techniques homologiques.

La nécessité de ne plus couler tout l'enseignement des mathématiques dans un seul moule
commence a étre largement reconnue. L'avénement de la pédagogie de demain est brillamment
annoncé par divers indices: il est significatif que I'auteur des « fondements de I'analyse moderne »
[7] ait publié aussi un chef-d’ceuvre [8] qu'il aurait di intituler «les perles, de 1'analyse classique,
véritable pastiche a rebours de l'ouvrage précédent. En saluant, comme un présage, cet Anti-
Dieudonné, par Dieudonné lui-méme, on veut marquer le caractére dialectique de la transformation
de la pédagogie des mathématiques.
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